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Prìblhma 1. (10 mon�dec)
'Eqoume dÔo sÔnola K,L ⊆ R2 tètoia ¸ste

K ⊆ {(x, y) : x < 0}, L ⊆ {(x, y) : x > 2}.
DeÐxte ìti m∗2(K) +m∗2(L) = m∗2(K ∪ L).

LÔsh: Apì thn upoprosjetikìthta tou exwterikoÔ mètrou isqÔei m∗2(K ∪L) ≤ m∗2(K) +m∗2(L), �ra arkeÐ
na deÐxoume thn anisìthta

(1) m∗2(K ∪ L) ≥ m∗2(K) +m∗2(L).

An k�poio apì ta K,L èqei �peiro exwterikì mètro tìte to Ðdio isqÔei kai gia to K ∪ L opìte h (1) isqÔei
(afoÔ to aristerì mèloc eÐnai +∞). 'Ara mporoÔme na upojèsoume ìti ta K,L èqoun peperasmèno exwterikì
mètro kai, apì thn upoprosjetikìthta, to Ðdio isqÔei kai gia to K ∪ L.

'Estw ε > 0 kai I1, I2, . . . ⊆ R2 diast mata (orjog¸nia dhlad ) pou kalÔptoun to K ∪ L kai eÐnai tètoia
¸ste ∑

n

V2(In) ≤ m∗2(K ∪ L) + ε.

Apì ta In dhmiourgoÔme mia k�luyh tou K kai mia tou L ¸c ex c. OrÐzoume

I ′n = In ∩ {(x, y) : x < 0}, I ′′n = In ∩ {(x, y) : x > 2}, n = 1, 2, 3, . . . .

Tìte I ′n ∩ I ′′n = ∅ kai �ra V2(I ′n) + V2(I ′′n) ≤ V2(In). EpÐshc ta I ′n apoteloÔn k�luyh tou K kai ta I ′′n
apoteloÔn k�luyh tou L.

'Ara

m∗2(K) +m∗2(L) ≤
∑

n

V2(I ′n) +
∑

n

V2(I ′′n) ≤
∑

n

V2(In) ≤ m∗2(K ∪ L) + ε.

AfoÔ to ε > 0 mporeÐ na eÐnai otid pote autì mac dÐnei th (1).
Sqìlio: To shmantikì sta parap�nw eÐnai ìti ta dÔo sÔnola perièqontai se dÔo xèna hmiepÐpeda H1 kai

H2 me �xona par�llhlo me ton �xona twn y. Autì èqei shmasÐa giatÐ an I eÐnai di�sthma tìte I ∩H1 eÐnai
epÐshc di�sthma, kai �ra tèmnontac thn k�luyh thc ènwshc me èna hmiepÐpedo paÐrnoume kai p�li mia ènwsh
diasthm�twn pou kalÔptei to èna apì ta dÔo sÔnola. AntÐjeta den eÐnai shmantikì to ìti up�rqei jetik 
apìstash an�mes� touc. H lÔsh ja  tan h Ðdia an ta dÔo sÔnola an kan to èna sto hmiepÐpedo {x < 0} kai
to �llo sto hmiepÐpedo {x > 0}.
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