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3o full�dio problhm�twn, 24 Feb. 2010

Prìblhma 1. Sto R orÐzoume thn ex c sqèsh an�mesa se dÔo stoiqeÐa tou:

x ∼ y an kai mìno an x− y ∈ Z.
DeÐxte ìti h ∼ eÐnai sqèsh isodunamÐac.

Perigr�yte èna sÔnolo E ⊆ R to opoÐo na perièqei akrib¸c èna stoiqeÐo apì k�je kl�sh isodunamÐac.

Prìblhma 2. Sto R orÐzoume thn ex c sqèsh an�mesa se dÔo stoiqeÐa tou:

x ∼ y an kai mìno an x− y ∈ Q.
DeÐxte ìti h ∼ eÐnai sqèsh isodunamÐac. DeÐxte epÐshc ìti an A kai B eÐnai dÔo kl�seic isodunamÐac tìte
up�rqei x ∈ R t.¸. A = B+x = {b+ x : b ∈ B}. EÐnai to x monadikì gia k�je dÔo kl�seic A kai B? DeÐxte
ìti k�je kl�sh eÐnai arijm simo sÔnolo kai ìti to pl joc twn kl�sewn eÐnai uperarijm simo.

Prìblhma 3. Me ton parak�tw sullogismì apodeiknÔetai ìti eÐnai md
∗(E) = 0 gia k�je E ⊆ Rd .

QrhsimopoioÔme thn σ-upoprosjetikìthta tou exwterikoÔ mètrou Lebesgue. Poio eÐnai to l�joc?

0 ≤ md
∗(E) = md

∗
( ⋃

x∈E

{x}
)
≤
∑
x∈E

md
∗({x}) =

∑
x∈E

0 = 0.

Prìblhma 4. 'Estw E ⊆ Rd me m∗d(E) <∞ kai ε > 0. DeÐxte ìti up�rqei anoiqtì sÔnolo U ⊆ Rd t.¸.
E ⊆ U kai m∗d(U) ≤ m∗d(E) + ε.

Prìblhma 5. All�zoume thn kataskeu  touc sunìlou Cantor ¸ste se k�je b ma na pet�me to mesaÐo
kleistì di�sthma. Poia h sqèsh tou sunìlou pou prokÔptei t¸ra me to sÔnolo Cantor? P.q. eÐnai mh
kenì?

Prìblhma 6. 'Estw A to sÔnolo twn x ∈ [0, 1] apì th dekadik  par�stash twn opoÐwn leÐpei teleÐwc
èna sugkekrimèno dekadikì yhfÐo � to 6 gia par�deigma. Akolouj ste thn epagwgik  diadikasÐa kataskeu c
tou sunìlou tou Cantor, qwrÐzontac k�je for� se dèka (antÐ trÐa) upodiast mata, gia na apeikonÐsete to
sÔnolo A sthn pragmatik  eujeÐa kai gia na gr�yete to A wc A =

⋂+∞
n=1 Fn , ìpou ta Fn eÐnai sugkekrimèna

kleist� sÔnola. Tèloc, apodeÐxte ìti
(i) to A eÐnai kleistì sÔnolo kai den perièqei anoikt� diast mata,
(ii) to A eÐnai uperarijm simo kai
(iii) m∗1(A) = 0.
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