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10o full�dio problhm�twn, 17 Maðou 2010

Prìblhma 1. DeÐxte ìti an o tÔpoc tou parallhlogr�mmou

‖f − g‖2p + ‖f + g‖2p = 2‖f‖2p + 2‖g‖2p,
isqÔei gia k�je f, g ∈ Lp tìte p = 2.

Prìblhma 2. Ac eÐnai M ⊂ L2 kleistìc grammikìc upìqwroc. OrÐzoume tic apeikonÐseic P :
L2 → M kai Q : L2 → M⊥ ¸ste na isqÔei f = P (f) + Q(f) gia k�je f ∈ L2. Qrhsimopoi¸ntac
to je¸rhma thc probol c deÐxte ìti oi apeikonÐseic autèc eÐnai kal¸c orismènec, eÐnai grammikèc kai
suneqeÐc.

Prìblhma 3. (a) Sto q¸ro L2([0, π]) deÐxte ìti oi sunart seic

1, cos t, cos 2t, cos 3t, . . . , sin t, sin 2t, . . .

eÐnai an� dÔo orjog¸niec. Poia eÐnai h nìrma aut¸n?
(b) An h sun�rthsh f ∈ L2([0, π]) eÐnai peperasmènoc grammikìc sunduasmìc k�poiwn apì tic para-
p�nw sunart seic me gnwstoÔc suntelestèc deÐxte p¸c mporeÐte na upologÐsete th nìrma thc f mèsw
twn suntelest¸n aut¸n.

Prìblhma 4. (a) DeÐxte ìti o q¸roc L2([0, 1]) eÐnai diaqwrÐsimoc, èqei dhl. èna arijm simo puknì
uposÔnolo. (Upìdeixh: JewreÐste to sÔnolo twn klimakwt¸n sunart sewn pou paÐrnoun rhtèc timèc
kai ìpou ta diast mata èqoun rht� �kra. DeÐxte ìti eÐnai èna tètoio puknì uposÔnolo.)
(b) An F ⊂ L2([0, 1]) eÐnai èna sÔnolo me stoiqeÐa an� dÔo orjog¸nia metaxÔ touc, deÐxte ìti to
sÔnolo autì eÐnai arijm simo. (Upìdeixh: Kat' arq n mporeÐte na upojèsete ìti ìla ta stoiqeÐa
tou F èqoun nìrma 1. 'Epeita upologÐste thn apìstash dÔo stoiqeÐwn tou kai deÐxte ìti eÐnai
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JewreÐste tèloc mia anoiqt  mp�la aktÐnac
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2/2 me kèntro k�je stoiqeÐo tou F . Ti sqèsh èqoun
autèc metaxÔ touc?)
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