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1 Στο μάθημα της Τετάρτης 4/3/2026 δείξαμε ότι αν πά-
ρουμε ένα τυχαίο σύνολο φυσικών αριθμών E επιλέγο-
ντας για κάθε n ∈ N αν θα το βάλουμε μέσα στο E ή όχι
ρίχνοντας ένα νόμισμα με πιθανότητα κορώνας ίση με p
(ανεξάρτητα για όλα τα n ∈ N) τότε σχεδόν σίγουρα η
πυκνότητα του E

lim
n→∞

1

n
|E ∩ {1, 2, . . . , n}|

υπάρχει και ισούται με p. Παίρνοντας αυτό το αποτέ-
λεσμα ως δεδομένο δείξτε ότι εύκολα αυτό συνεπάγε-
ται ότι σχεδόν σίγουρα για κάθε k ∈ N και για κάθε
r ∈ {0, 1, . . . , k − 1} έχουμε

lim
n→∞

1

n
|E ∩ {r + k, r + 2k, . . . , r + nk}| = p.

2 Οι ΤΜ X1, . . . , Xn είναι ανεξάρτητες και ισόνομες,
έχουμε Xj = ±1 και E [Xj] = 0.

(α) Για λ > 0 δείξτε ότι E
[
eλXj

]
≤ eλ

2/2.
(β) Έστω Sn = X1 + · · ·+Xn. Δείξτε ότι αν a > 0 τότε

P [Sn > a] ≤ eλ
2n/2−λa

για κάθε λ > 0.
(γ) Χρησιμοποιώντας κατάλληλο λ στο προηγούμενο

δείξτε ότι
P [|Sn| > a] < 2e−a2/n.

(δ) Εκτιμήστε την πιθανότητα P [|Sn| > ϵ] με δύο τρό-
πους: με την ανισότητα Chebyshev και με την ανισότητα
στο (γ). Κάθε μια από αυτές τις δύο εκτιμήσεις οδηγεί σε
μια ελάχιστη τιμή που πρέπει να έχει το n ώστε η πιθα-
νότητα αυτή να είναι μικρότερη από π.χ. 1/10. Συγκρίνετε
αυτές τις δύο τιμές του n.

3 Ας είναι X μια πραγματική ΤΜ και Y μια πραγμα-
τική ΤΜ για την οποία dµY = f(x) dx με f μετρήσιμη και
θετική παντού.

(α) Δείξτε ότι FY (t) είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής.
(β) Ορίζουμε την ΤΜ Z = ∆ϵX + (1−∆ϵ)Y , όπου η ΤΜ

∆ϵ είναι ανεξάρτητη από τις X,Y και ∆ϵ = 1 με πιθανό-
τητα 1 − ϵ και ∆ϵ = 0 με πιθανότητα ϵ. Βρείτε την FZ(t)
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συναρτήσει των FX(t), FY (t), ϵ. (Η ΤΜ Z ονομάζεται μίξη
(mixture) των X,Y .)

(γ) Δείξτε ότι |FX(t)− FZ(t)| ≤ 2ϵ για κάθε t και η FZ(t)
είναι γνησίως αύξουσα. Αν FX(t) είναι συνεχής τότε και
η FZ(t) είναι συνεχής.

4 Άσκηση 2.2.1 από D.

5 Άσκηση 2.2.2 από D.


