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Ομάδα ασκήσεων Νο 2

Πρόβλημα 1. Αποδείξτε ότι για κάθε n υπάρχουν πολυώνυμα (δύο μεταβλητών) pn(x, y)
και qn(x, y) τέτοια ώστε για κάθε θ

cos(nθ) = pn(cos θ, sin θ) και sinnθ = qn(cos θ, sin θ).

Επαγωγή ως προς n. p1(x, y) = x, q1(x, y)) = y. Επίσης ei(n+1)θ = eiθeinθ.

Πρόβλημα 2. Δύο συναρτήσεις f, g ∈ C([a, b]) ονομάζονται μεταξύ τους ορθογώνιες αν

⟨f, g⟩ =
∫ b

a
f(x)g(x) dx = 0.

Δείξτε ότι οι συναρτήσεις
(1) 1, cos

(
2πn(b− a)−1x

)
, sin

(
2πn(b− a)−1x

)
, n = 1, 2, . . . ,

είναι ανά δύο ορθογώνιες.
Το ίδιο και για τις συναρτήσεις

(2) e
2πi
b−a

nx, n ∈ Z.

Αποδείξτε πρώτα το τελευταίο ερώτημα στο οποίο οι υπολογισμοί είναι πολύ ευκολότε-
ροι. Έπειτα, χρησιμοποιώντας τη βασική σχέση

eiθ = cos θ + i sin θ, (θ ∈ R)
εκφράστε κάθε μια από τις συναρτήσεις στην (1) ως γραμμικό συνδυασμό κάποιων συναρ-
τήσεων στην (2) και χρησιμοποιείστε την γραμμικότητα του εσωτερικού γινομένου για να
αποδείξετε την ορθογωνιότητα των (1).

Πρόβλημα 3. Σε ένα μετρικό χώρο X ένα σύνολο F λέγεται κλειστό αν κάθε συγκλίνουσα
ακολουθία σημείων του συγκλίνει μέσα στο F . Ένα σύνολο K λέγεται συμπαγές αν κάθε
ακολουθία στοιχείων του K έχει υπακολουθία που συγκλίνει σε κάποιο στοιχείο του K.
Δείξτε ότι αν F κλειστό, K συμπαγές και F ⊆ K τότε και F συμπαγές (δηλ. κλειστά
υποσύνολα συμπαγών είναι συμπαγή).

Πρόβλημα 4. (α) Δείξτε ότι η συνάρτηση ex δε μπορεί να ταυτίζεται με κάποιο πολυώνυμο
σε όλα τα σημεία ενός διαστήματος.
(β) Δείξτε επίσης ότι η ex δε μπορεί να ταυτίζεται με κάποιο πολυώνυμο p(x) για όλα τα
σημεία μιας ακολουθίας xn ∈ R που συγκλίνει στο +∞ (ομοίως αν συγκλίνει στο −∞).
(γ) (Δυσκολότερο) Αν R ∋ xn → 0 δείξτε ότι δεν υπάρχει πολυώνυμο p(x) τέτοιο ώστε
p(xn) = exn για όλα τα n.

Πρόβλημα 5. Ας είναι a, b, c, d ∈ R με a < b < c < d και έστω X ο γραμμικός χώρος των
συνεχών συναρτήσεων [a, b]∪[c, d] → C και Y ο γραμμικός υπόχωρος του X που αποτελείται
από εκείνες τις συναρτήσεις που είναι ταυτοτικά ίσες με το 0 στο διάστημα [a, b].
(α) Η νόρμα που θεωρούμε πάνω στον X είναι η ∥·∥∞. Υπάρχει βέλτιστη προσέγγιση των
στοιχείων του X από στοιχεία του Y ; Είναι μοναδική;
(β) Ίδιο ερώτημα αλλά με τη νόρμα ∥·∥1.
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