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1 Ας είναι οι Xi ανεξάρτητες, P [Xi = 1] = p, P [Xi = −1] =
q = 1− p και Sn = X1 + · · ·+Xn. Δείξτε ότι

Zn = (q/p)Sn

είναι martingale ως προς την X1, . . . , Xn, . . .

2 Έχουμε ένα n×n πλέγμα δρόμων (οριζόντιοι και κάθε-
τοι). Σε κάθε ένα κελλί υπάρχει και ο διαγώνιος δρόμος
από κάτω αριστερά έως πάνω δεξιά με πιθανότητα p,
ανεξάρτητα για όλα τα κελιά.

Ας είναι X το μήκος ενός ελάχιστου μονοπατιού από την
κάτω αριστερά γωνία (0, 0) έως την πάνω δεξιά γωνία
(n, n). Δείξτε ότι

P [|X − E [X]| ≥ t] ≤ C1 exp
−t2

C2n2
,

για δύο σταθερές C1, C2 > 0.

3 Ας είναι fn, f είναι μη αρνητικές συναρτήσεις στο R με
ολοκλήρωμα 1 και fn(x) → f(x) για κάθε x ∈ R. Δείξτε
ότι ∥fn − f∥1 → 0.

4 Αν F,G είναι δύο συναρτήσεις κατανομής στο R ορί-
ζουμε

ρ(F,G) = inf {ϵ : F (x− ϵ)− ϵ ≤ G(x) ≤ F (x+ ϵ) + ϵ}.
Δείξτε ότι είναι μετρική στο χώρο όλων των συναρτήσεων
κατανομής (ισοδύναμα: στο χώρο όλων των μέτρων πιθα-
νότητας στο R) και μάλιστα
ρ(Fn, F ) → 0 ⇐⇒ Fn ⇒ F (ασθενής σύγκλιση κατανομών).

1


