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Abstract
We consider the algebra Lp

Ω (Rn) , where

p ∈ ]1, +∞[ and Ω =

��
1 + ‖x‖2�s : s ∈ N∩

�
n(p− 1)

2
, +∞

��
is a family of weights. We prove that a bounded linear operator on Lp

Ω (Rn) is
a multiplier if and only if it commutes with the translation operators. We also
show that multipliers for Lp

Ω (Rn) are exactely convolution operators.

1991 Mathematics subject classification: 46H20. 46C50.
Mots-clés: Algèbre localement m-convexe, poids, fonction p-ième integrable, produit de
convolution, multiplicateur

1. Préliminaires et introduction

Une algèbre localement multiplicativement convexe (a.l.m.c. en abrégé) est une algèbre
localement convexe (E, τ) dont la topologie τ est définie par une famille (|.|λ)

λ∈Λ

de semi-normes sous-multiplicatives ([1], [9] et [10]). Pour λ ∈ Λ, on désigne par
Eλ = E/Ker |.|λ, où Ker |.|λ = {x ∈ E : |x|λ = 0}, l’algèbre quotient de E par
Ker |.|λ et πλ : E −→ E/Ker |.|λ la surjection canonique. Pour x ∈ E, la classe
πλ(x) de x sera notée xλ. On munit Eλ de la norme ‖.‖λ définie par ‖xλ‖λ = |x|λ.
Soit Êλ l’algèbre complétée de (Eλ ‖.‖λ). Dans toute la suite, la norme de l’algèbre Êλ

sera encore notée ‖.‖λ. Si
(
E, (|.|λ)

λ∈Λ

)
est séparée, alors E est isomorphe à une sous-

algèbre du produit
∏

λ∈Λ Êλ. Si E est séparée et complète, alors E est algèbriquement
et topologiquement isomorphe à la limite projective d’algèbres de Banach Êλ.

Pour 1 < p < +∞, les espaces de Banach Lp (Rn) ne sont pas des algèbres pour
le produit ordinaire. Deux fonctions complexes f et g mesurables, sur Rn, sont dites
”convolables” si la fonction y 7−→ f(x − y)g(y) est intégrable pour presque tout x;
dans ce cas, on peut définir presque partout

(f ∗ g)(x) =
∫

Rn

f(x− y)g(y)dy.

29
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La fonction f∗g est dite le produit de convolution de f et g. Les espaces
(
Lp (Rn) , ‖.‖p

)
,

1 < p < +∞, ne sont pas aussi des algèbres pour le produit de convolution. Dans toute
la suite, nous ne ferons pas de différence entre deux fonctions égales presque partout.
Un poids sur Rn est une fonction ω positive, mesurable et localement intégrable sur
Rn. Pour 1 < p < +∞, posons

ωs(x) =
(
1 + ‖x‖2

)s

, pour s >
n(p− 1)

2

et

Ω = {ωs : s ∈ Λn,p} , où Λn,p = N ∩
]
n(p− 1)

2
, +∞

[
.

On définit les espaces fonctionnels suivants:

Lp
s (Rn) =

{
f : Rn −→ C : f mesurable et |f |p ωs ∈ L1 (Rn)

}

et

Lp
Ω (Rn) =

{
f : Rn −→ C : f mesurable et |f |p ω ∈ L1 (Rn) , pour tout ω ∈ Ω

}
.

L’ espace Lp
s (Rn) est un espace de Banach pour la norme |.|s donnée par

|f |s =
(∫

Rn

|f(x)|p ωs(x)dx

) 1
p

, pour tout f ∈ Lp
s (Rn)

et son dual s’identifie à l’espace Lq
s′ (Rn), où s′ = − q

ps et 1
p + 1

q = 1. Dans toute la
suite, nous considérons le produit de convolution dans l’espace Lp

Ω (Rn), p ∈ ]1,+∞[.

Comme la fonction x 7−→ ω
1

1−p
s (x) =

(
1 + ‖x‖2

) s
1−p

appartient à L1(Rn) vu que

s > n(p−1)
2 , on voit que Lp

Ω (Rn) ⊂ L1(Rn). De plus, pour tout s > n(p−1)
2 , on a

‖f‖1 ≤ As |f |s , pour tout f ∈ Lp
s (Rn) (1)

où

As =
(∫

Rn

ω
− q

p
s (x)dx

) 1
q

.

Par ailleurs, par la proposition 2.1 de [3], on a

ω
1

1−p
s ∗ ω

1
1−p
s (x) ≤ csω

1
1−p
s (x), pour tout x ∈ Rn,

où
cs = 21+ 2s

1−p

∫

Rn

ω
1

1−p
s (y)dy < ∞.

Ainsi, par la proposition 2.1 de [6], l’espace
(
Lp

Ω (Rn) , (|.|s)s

)
est une a.l.m.c. métrisable

complète. Pour λ ∈ Rn, l’application eλ : x 7−→ e−2πiλx est dans Lq
s′ (Rn), pour tout
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s > n(p−1)
2 . Ceci nous amène à considérer, pour f ∈ Lp

Ω (Rn), la transformation de

Fourier de f , notée
∧
f , définie par

∧
f(x) =

∫

Rn

f(y)e−2πixydy, pour tout x ∈ Rn.

Pour la cotransformation de Fourier de f , elle sera notée Ff i.e.,

Ff(x) =
∫

Rn

f(y)e2πixydy, pour tout x ∈ Rn.

On désignera par K(Rn) l’espace des fonctions complexes continues sur Rn à support
compact et M (Rn) l’espace de Banach des mesures complexes de Borel régulières et
bornées sur Rn muni de la norme

‖µ‖ = |µ| (Rn) , pour tout µ ∈ M (Rn) ,

où |µ| est la variation totale de µ. Pour a ∈ Rn, on note par τa l’opérateur de
translation défini par (τaf) (t) = f(t−a). L’espace Lp

Ω (Rn) est stable par τa, a ∈ Rn.
En effet soit f ∈ Lp

s (Rn) avec s > n(p−1)
2 . Alors

|τaf |ps =
∫

Rn

|(τaf)(x)|p ωs(x)dx =
∫

Rn

|f(y)|p ωs(y + a)dy.

Par ailleurs, on a (
1 + ‖y + a‖2

)
≤

(
1 + ‖y‖2

)
(1 + ‖a‖)2 .

En effet, cette dérnière inégalité est vraie pour a = 0. Pour a 6= 0, elle résulte de

2 ‖y‖ ≤ 2 ‖y‖2 + 2 + ‖y‖2 ‖a‖ , pour a 6= 0.

Ainsi
|τaf |s ≤ (1 + ‖a‖) 2s

p |f |s , pour tout f ∈ Lp
s (Rn) .

On désigne par L (Lp
Ω (Rn)) l’espace vectoriel complexe des endomorphismes de Lp

Ω (Rn).
Un multiplicateur de l’algèbre Lp

Ω (Rn) est un opérateur T ∈ L (Lp
Ω (Rn)) tel que

T (f ∗ g) = T (f) ∗ g, pour tous f, g ∈ Lp
Ω (Rn) .

Soit G un groupe localement compact muni d’une mesure de Haar à droite dm.
Dans [13], J. G. Wendel a initié l’étude des multiplicateurs à gauche de l’algèbre
convolutive

(
L1 (G,dm) , ‖.‖1

)
, où

‖f‖1 =
∫

G

|f(x)| dm(x), pour tout f ∈ L1 (G,dm) .
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Il a montré (Theorem 1, [13]) que si T est un multiplicateur à gauche sur L1 (G,dm),
alors il existe une mesure régulière unique µ à variation bornée telle que

T (f) = f ∗ µ, pour tout f ∈ L1 (G,dm) et ‖T‖ = ‖µ‖ .

Dans ce papier, nous montrons (Proposition 2.2) que si T ∈ L (Lp
Ω (Rn)) est un

multiplicateur de Lp
Ω (Rn), alors T est un opérateur de convolution (à droite) i.e., il

existe µ ∈ M (Rn) telle que

Tf = f ∗ µ, pour tout f ∈ Lp
Ω (Rn) .

Nous montrons ensuite (Théorème 2.3) qu’un opérateur de convolution (à droite) est
en fait un multiplicateur de Lp

Ω (Rn). De plus, nous prouvons (Théorème 2.3) qu’il
y a équivalence entre cette dérnière proprtiété est le fait que T est un opérateur qui
commute avec les translations.

2. Multiplicateurs de Lp
Ω (Rn)

Soit T ∈ L (Lp
Ω (Rn)). Pour s ∈ Λn,p, posons

‖T‖s = sup {|T (f)|s : |f |s ≤ 1}
et

Ls (Lp
Ω (Rn)) = {T ∈ L (Lp

Ω (Rn)) : ‖T‖s < +∞} .

Comme (Lp
Ω (Rn) , |.|s) est un espace de Banach, l’expression T 7−→ ‖T‖s définie une

norme d’algèbre de Banach sur Ls (Lp
Ω (Rn)). On définit l’espace suivant:

LΩ (Lp
Ω (Rn)) = {T ∈ L (Lp

Ω (Rn)) : ‖T‖s < +∞, pour tout s ∈ Λn,p} .

LΩ (Lp
Ω (Rn)) est une sous-algèbre de L (Lp

Ω (Rn)). Comme, pour tout s ∈ Λn,p, on a

‖T ◦ S‖s ≤ ‖T‖s ‖S‖s , pour tous T, S ∈ LΩ (Lp
Ω (Rn)) ,

l’espace
(LΩ (Lp

Ω (Rn)) , (|.|s)s

)
est une a.l.m.c. De plus, par le Théorème 1.1 de [11],

l’agèbre
(LΩ (Lp

Ω (Rn)) , (|.|s)s

)
est complète et l’on a

LΩ (Lp
Ω (Rn)) = lim

−→
s

Ls (Lp
Ω (Rn)) =

⋂
s

Ls (Lp
Ω (Rn)) .

Soit T ∈ LΩ (Lp
Ω (Rn)) un multiplicateur de Lp

Ω (Rn). Comme Lp
Ω (Rn) est com-

mutative, on a

T (f) ∗ g = f ∗ T (g), pour tous f, g ∈ Lp
Ω (Rn) .

D’où

T̂ (f)
∧
g =

∧
fT̂ (g), pour tous f, g ∈ Lp

Ω (Rn) . (2)
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Pour λ ∈ Rn, on choisit g ∈ Lp
Ω (Rn) telle que

∧
g(λ) 6= 0 et on pose

ϕ(λ) =
T̂ (g)(λ)
∧
g(λ)

.

Par (2), on voit que ϕ est indépendante du choix de g. De plus, on a

(̂Tf) = ϕ
∧
f , pour tout f ∈ Lp

Ω (Rn) .

Soit maintenant ψ une autre fonction définie sur Rn telle que

(̂Tf) = ψ
∧
f , pour tout f ∈ Lp

Ω (Rn) .

Alors
(ϕ− ψ)

∧
f = 0, pour tout f ∈ Lp

Ω (Rn) .

Par ailleurs, par la proposition 2.2 de [4], pour λ ∈ Rn, il existe f ∈ Lp
Ω (Rn) telle que

∧
f (λ) 6= 0. Il s’ensuit que ϕ = ψ. Ainsi si T ∈ LΩ (Lp

Ω (Rn)) est un multiplicateur de
Lp

Ω (Rn), alors il existe une fonction unique ϕ définie sur Rn telle que

(̂Tf) = ϕ
∧
f , pour tout f ∈ Lp

Ω (Rn) . (3)

De plus, la fonction ϕ satisfait la relation suivante:

Proposition 2.1 Soit T ∈ LΩ (Lp
Ω (Rn)) un multiplicateur de Lp

Ω (Rn) et ϕ la fonc-
tion vérifiant (3). Alors il existe M > 0

∣∣∣∣
∫

Rn

F (t)ϕ(t)dt

∣∣∣∣ ≤ M sup
x∈Rn

∣∣∣∣
∫

Rn

F (t)e−2πitxdt

∣∣∣∣ , pour tout F ∈ K(Rn).

Preuve. Par hypothèse, on a

ϕ
∧
f ∈ Lp

Ω (Rn)∧ , pour tout f ∈ Lp
Ω (Rn) ,

où

Lp
Ω (Rn)∧ =

{∧
h : h ∈ Lp

Ω (Rn)
}

.

Soit U un ouvert relativemant compact de Rn. Soit ϕ0 une fonction indéfiniment
dérivable, sur Rn, à support compact, égale à 1 sur U et 0 ≤ ϕ0 ≤ 1. Posons

f = F(ϕ0). Alors f ∈ Lp
Ω (Rn) par le théorème de Paley-Wiener. De plus

∧
f est égale

à 1 sur U . Il s’ensuit que ϕ = ϕ
∧
f sur U . Comme ϕ

∧
f est continue, la fonction ϕ est

alors continue. Pour tout s ∈ Λn,p, posons
∣∣∣∣
∧
f

∣∣∣∣
′

s

= |f |s , pour tout f ∈ Lp
Ω (Rn) . (4)
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Cette dérnière égalité est bien définie vue que l’application L’espace f 7−→
∧
f est

injective. L’espace
(
Lp

Ω (Rn)∧ ,
(|.|′s

)
s

)
devient alors une a.l.m.c. métrisable complète

et l’application

S(
∧
f) = ϕ

∧
f , pour tout f ∈ Lp

Ω (Rn)

est linéaire de Lp
Ω (Rn)∧ dans Lp

Ω (Rn)∧. Soient fn, f ∈ Lp
Ω (Rn) tels que

lim
n

∧
fn =

∧
f et lim

n
ϕ
∧
fn =

∧
g dans

(
Lp

Ω (Rn)∧ ,
(|.|′s

)
s

)
.

Alors, pour tout λ ∈ Rn, on a

∧
g(λ) = lim

n
ϕ(λ)

∧
fn(λ) = ϕ(λ)lim

n

∧
fn(λ) = ϕ(λ)

∧
f(λ).

D’où S est à graphe fermé. Elle est alors continue. Ainsi, pour tout s1 ∈ Λn,p, il
existe s2 ∈ Λn,p et K > 0 tel que

∣∣∣∣ϕ
∧
f

∣∣∣∣
′

s1

=
∣∣∣∣S(

∧
f)

∣∣∣∣
′

s1

≤ K

∣∣∣∣
∧
f

∣∣∣∣
′

s2

, pour tout f ∈ Lp
Ω (Rn) . (5)

Soient λ1, λ2, ..., λm ∈ Rn et ε > 0. Soit f0 ∈ Lp
Ω (Rn), f0 6= 0, telle que SuppF(f0)

est compact. Une telle fonction existe (prendre f0 ∈ K(Rn)∧). Ensuite, quitte à
remplacer f0 par αf0, où 0 < α ≤ 1+ε

|Ff0|
s2

, on peut supposer que
∣∣Ff0

∣∣
s2
≤ 1+ ε. Soit

maintenant f1 : Rn −→ C une fonction égale à f0 sauf en des points λ1, λ2, ..., λm et
f1(λi) = 1, pour i = 1, ...,m. Comme f1 = f0 presque partout, on a f1 ∈ Lp

Ω (Rn),∣∣Ff1

∣∣
s2
≤ 1 + ε et f1(λi) = 1, pour i = 1, ..., m. Posons f = Ff1. Alors f ∈ Lp

Ω (Rn)
telle que ∣∣∣∣

∧
f

∣∣∣∣
′

s2

= |f |s2
≤ 1 + ε et

∧
f(λi) = 1, pour i = 1, 2, ..., m.

Soit c1, c2, ..., cm ∈ C et
∧
g = ϕ

∧
f . Alors

∣∣∣∣∣
m∑

i=1

ciϕ(λi)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
m∑

i=1

ci
∧
g(λi)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫

Rn

(
m∑

i=1

cie
−2πiλit

)
g(t)dt

∣∣∣∣∣ .

Posons h(t) =
∑m

i=1 cie
−2πiλit. On a alors

∣∣∣∣∣
m∑

i=1

ciϕ(λi)

∣∣∣∣∣ ≤ ‖g‖1 ‖h‖∞ .

En tenant compte de (1), (4), (5) et du fait que
∧
g = ϕ

∧
f , on obtient

‖g‖1 ≤ As1 |g|s1
= As1

∣∣∣∣ϕ
∧
f

∣∣∣∣
′

s1

≤ As1K |f |s2
≤ As1K(1 + ε).
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D’où ∣∣∣∣∣
m∑

i=1

ciϕ(λi)

∣∣∣∣∣ ≤ M(1 + ε) ‖h‖∞ , où M = As1K.

Comme ε est arbitraire, il s’ensuit que, pour λ1, λ2, ..., λm ∈ Rn et c1, c2, ..., cm ∈ C,
on a ∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ciϕ(λi)

∣∣∣∣∣ ≤ M ‖h‖∞ .

Ainsi, pour tout F ∈ K(Rn), on a
∣∣∣∣
∫

Rn

F (t)ϕ(t)dt

∣∣∣∣ ≤ M sup
x∈Rn

∣∣∣∣
∫

Rn

F (t)e−2πitxdt

∣∣∣∣ .

Proposition 2.2 Soit T ∈ LΩ (Lp
Ω (Rn)) un multiplicateur de Lp

Ω (Rn) . Alors il existe
une mesure µ ∈ M (Rn) telle que

Tf = f ∗ µ, pour tout f ∈ Lp
Ω (Rn) .

Preuve. Considérons l’application linéaire L : Lp
Ω (Rn) −→C définie par

L(F ) =
∫

Rn

F (t)ϕ(t)dt, pour tout F ∈ Lp
Ω (Rn) .

Alors, par la propostion 2.1, on a

|L(F )| ≤ K

∥∥∥∥
∧
F

∥∥∥∥
∞

, pour tout F ∈ K(Rn).

Soit maintenant Φ : K(Rn)∧ −→ C définie par

Φ(
∧
f) = L(f), pour tout f ∈ K(Rn),

où

K(Rn)∧ =
{∧

f : f ∈ K(Rn)
}

.

Alors Φ est bien définie. De plus, elle est linéaire et on a
∣∣∣∣Φ(

∧
f)

∣∣∣∣ ≤ K

∥∥∥∥
∧
f

∥∥∥∥
∞

, pour tout f ∈ K(Rn).

Par le théorème de Hahn-Banach, elle se prolonge à l’algèbre C0(Rn) des fonctions
continues qui s’annullent à l’infini sur Rn en une forme linéaire continue Φ0. Par le
théorème de représentation de Riesz, il existe une mesure complexe bornée de Radon
µ sur Rn telle que

‖µ‖ = ‖Φ‖ = ‖Φ0‖
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et
Φ0(ψ) =

∫

Rn

ψ(m)dµ(m), pour tout ψ ∈ C0(Rn).

En particulier, pour tout F ∈ K(Rn), on a

L(F ) = Φ(
∧
F ) = Φ0(

∧
F ) =

∫

Rn

∧
F (m)dµ(m).

Donc
∫

Rn

F (t)ϕ(t)dt =
∫

Rn

dµ(m)
∫

Rn

F (t)e−2πitmdt, pour tout F ∈ K(Rn)

Il s’ensuit que

ϕ(t) =
∫

Rn

e−2πitmdµ(m), presque partout pour tout t ∈ Rn.

Ainsi,
ϕ =

∧
µ.

Et par (2), on a
Tf = f ∗ µ, pour tout f ∈ Lp

Ω (Rn) .

Théorème 2.3. Pour T ∈ LΩ (Lp
Ω (Rn)), les assertions suivantes sont équivalentes.

1) T commute avec les translations i.e., Tτa = τaT , pour tout a ∈ Rn.

2) T est un multiplicateur de Lp
Ω (Rn) .

3) T est un opérateur de convolution (à droite ) i.e., il existe une mesure µ ∈
M (Rn) telle que

Tf = f ∗ µ, pour tout f ∈ Lp
Ω (Rn) .

Preuve. 1)=⇒2) Supposons que Tτa = τaT , pour tout a ∈ Rn et que, pour tout
s ∈ Λn,p, on a

|T (f)|s ≤ ‖T‖s |f |s , pour tout f ∈ Lp
Ω (Rn) .

Soient s ∈ Λn,p fixé et k ∈ Lq
s′

(Rn), où s′ = − q
ps et 1

p + 1
q = 1. Alors l’application

f 7−→
∫

Rn

Tf(t)k(t)dt

est une forme linéaire bornée sur Lp
s (Rn). En effet, pour tout f ∈ Lp

s (Rn), on a
∣∣∣∣
∫

Rn

Tf(t)k(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ‖Tf‖s ‖k‖s′ ≤ ‖T‖s |k|s′ |f |s .

Il existe alors h ∈ Lq
s′

(Rn) telle que
∫

Rn

Tf(t)k(t)dt =
∫

Rn

f(t)h(t)dt, pour tout f ∈ Lp
s (Rn) .
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Soient f, g ∈ Lp
Ω (Rn). Alors f, g ∈ Lp

s (Rn) et on vérifie facilement que on a
∫

Rn

Tf ∗ g(t)k(t)dt =
∫

Rn

T (f ∗ g)(t)k(t)dt

et ceci, pour tout k ∈ Lq
s′

(Rn). Par le théorème de Hahn-Banach, on obtient

Tf ∗ g = T (f ∗ g), pour tous f, g ∈ Lp
s (Rn) ;

et donc
Tf ∗ g = T (f ∗ g), pour tous f, g ∈ Lp

Ω (Rn) .

2)=⇒3) résulte de la proposition 2.2. Pour finir, montrons l’implication
3)=⇒1). Supposons qu’il existe une mesure µ ∈ M (Rn) telle que

Tf = f ∗ µ, pour tout f ∈ Lp
Ω (Rn) .

Alors, pour tout a ∈ Rn, on a

(Tτa)f) = (τaf) ∗ µ = τa (f ∗ µ) = (τaT )(f).

D’où
Tτa = τaT , pour tout a ∈ Rn.
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