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Abstract

In this paper we study properties of permanence of the Gel’fand sheaf of certain
important classes of topological algebras.

Introduction

L’étude des propriétés de permanence de la notion de localisation d’algebres topo-
logiques a été déja faite concernant certaines opérations algébriques. En particulier,
la limite inductive par A.Mallios [11] et la limite projective par A.Oukhouya [16]
et aussi par A.Mallios-A.Oukhouya [13]; en se basant sur tels résultats, A.Mallios a
donné des applications a la géométrie différentielle classique et a la théorie quantique
des champs, et on en a extrait aussi le théoreme local pour quelques classes d’algebres
topologiques [14]. En exprimant les éléments d’une algebre topologique E, comme
des sections T, x € E, A. Mallios a montré que la notion du faisceau de Gel’fand
est d’'une grande importance dans ce cadre [8; 11]. Ce qui nous incite & étudier des
propriétés de permanence concernant les faisceaux de Gel’fand de la limite projective,
de la limite inductive et du produit cartésien, d’algebres topologiques. A savoir, que si
FE et F sont deux algebres topologiques, les fibres du faiceau de Gel’fand du produit
E x F sont des réunions disjointes de celles de E et de F, si F = {ElEl est la limite
projective des F;, les fibres du faisceau de Gel’fand de E sont des limites projectives
de celles des F; , et si F = limF; est la limite inductive des E;, les fibres du faisceau

de Gel’fand de E sont des li_>mites inductives de celles des E; .

1. Préliminaires

E désigne une @-algebre topologique (multiplication séparément continue [7]), M(E)
son spectre (I’ensemble des caractéres continus non nuls de F) muni de la topologie
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faible et C.(M(FE)), l'algebre des fonctions complexes continues sur M(FE) munie de
la topologie de la convergence uniformes sur les parties compactes de M(E). On note

G:E— C.M(E))
la transformée de Gel’fand de E définie par :
G(x)=7: M(E) —C; f—2(f) = flz),

pour chaque z € E. L’image de E par la transformée de Gel’fand sera notée E". E
est dite semi-simple si sa transformée de Gel’fand est injective.
Pour tout ouvert U C M(E), on lui associe I’ensemble

) EMy = {Z|v, = € B} CC(U)

Quand U décrit I'ensemble des ouverts de M(E) , (%) définit un préfaisceau de -
algebres topologiques de base M(FE), appelé préfaisceau de Gel’fand [10; 11].

Définition 1.1 Soit E une algebre topologique de spectre M(E). Le faisceau de
(-algebres topologiques de base M(F) engendré par le préfaisceau de Gel'fand, est
appelé faisceau de Gel’fand de E, noté (€, m, M(E)), ou simplement £(E), si aucune
confusion n’en résulte (ibid.).

Définition 1.2 Pour chaque f € M(E) la fibre correspondante (du faisceau de
Gel'fand E(E)) est définie par la relation : & = im(E™ ), U € V(f).

2. Propriétés de permanence

Théoreme 2.1 Soient E et F' deux algébres topologiques de spectres M(E) et M(F),

et sotent E(E) = >, & et&E(F)= Y. &y leurs faisceaur de Gel’fand respec-
FEM(E) gEM(F)
tifs. Le faisceau de Gel’fand du produit cartésien E(E x F) est la réunion disjointe

des faisceauzr de Gel’fand de E et F'; viz. E(E x F) = E(E) Vv E(F).

Preuve. On a E(E x F) = >, &p,oules & (h € M(E x F)) sont les
he M(EXF)
fibres du faisceau de Gel'fand de E x F. D’apres [7 : p.254, Lemma 1.1], M(E x F)

est homéomorphe & la réunion disjointe de M(E) et M(F'). Notons ¢ : M(E x F)
— M(E)V M(F) un tel homéomorphisme; pour h € M(E x F), ou bien il existe
f € M(E) tel que h = fop; ou bien il existe g € M(F) tel que h = g o ps.
Supposons par exemple, qu’il existe f € M(FE) tel que h = f o p; et montrons
que la fibre &, associé au faisceau de Gel'fand £(F x F') au point h est isomorphe
(isomorphisme d’algebres) & la fibre £; du faisceau de Gel'fand £(E) au point f.
Considerons 'application canonique

—

pr & — & [T]p— [(x,0)]n :
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1) ps est bien définie, en effet : soit (z,y) € E? tel que [Z]f = [y]y; il existe un
voisinage U de f tel que Z|y = g|y. Pour tout élément t € ¢~ 1(U) C M(E x F); il
existe g € U C M(E) tel que t = gopy ; comme g € U, on a Z(g) = y(g) donc

—

(,0)()

H,0) = gopr (2,0) = g(x) = F(g) = Tg)
— g(y) = g o p1(y,0) = t(y,0) = (y,0)(1);

et t par suite (;\O)|¢ ) = ( ;0)[=1(7y- Comme ¢~ (U) est un voisinage de h , on a

(@0l = [ 0)}a done py ( [&l5) = s (ll).
@)y [l = (@l done, oy (8 [ilr) = o5 (s ) = [(@w 0 = [(@.0)(5.0)]n =
[

)
= ps ([@f)-py ([Hlf)- De
f)-

3) py est injective : Soit x € E  tel que py ( [Z]f) = 0, on a [@]h =0,

[, 0)]n-[(y, 0)ln = ps ([Z]5)-ps([Yly)- D'ow py ( [7].[4]7)

2) p; est un morphisme d’algébres : en effet, soient ( ,y) € B> et A €@, on a
méme, on montre que py ([Z] + A[yly) = py ([Z]5) + Aoy ([U]

donc il existe un voisinage V' de h tel que (x,0)|y = 0 ; comme ¢(h) = f € M(E),
h = ¢~ (f) € o1 (M(E)). Quitte & remplacer V par V N ¢~ (M(E)), on peut
supposer que  ¢(V) C M(E) C M(E)VM(F). Pour t = ¢(g) € ¢(V) (g € V), on a

z(t) = t(z) = ¢(g9)(z) = g o jr (z) = g(x,0) = 0.
D’out Z|4vy = 0; comme ¢ est un homéomorphisme, ¢(V') est un voisinage de f et

par suite [Z]; = 0.
4) 1l reste & montrer que p est surjective. On a

gh_{[(x7y)] (.T,y)GEXF}
p(&) = {{@ 0 : v € B}

et

Soit (z,y) € E x F, montrons que [(/x,\y)]h = [m]h : pour b € ¢~H(M(E)),
il existe f' € M(E) tel que ' = f' opy, donc W' (z,y) = f'(x) = h'(z,0). Dol
(z,y)(h') = (z,0)(k) V' € ¢~ (M(E)), c’est-a-dire

—

(@, )]s m(E)) = (,0)| -1 Mm(E));

Or, M(FE) est un ouvert de M(E)V M(F), ¢ est continue donc ¢~ (M(E)) est un
voisinage de h et par suite [(z,y)] » = [(z,0)]n . Donc py est surjective et &, = &y, a
un isomorphisme d’algébres pres. m

Dans le théoreme précédent on a examiné le coté algébrique; en le complétant nous
obtenons le résultat suivant.
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Proposition 2.2 Soient E et F deuz algébres topologiques de spectres M(E) et
M(F), respectivement. Alors, le faisceau de Gel’fand du produit cartésien E x F
est donné par la relation,

E(Ex F)= EE)VEF),

a un homéomorphisme pres, le second membre étant munie de la toplogie de la réunion
disjointe ( :“topologie somme”).

Preuve. On considere la bijection p établie au théoréme précédent, viz. p : E(E)V
E(F) — E(E x F), telle que

p([@)5) = [(@,0)n si [y €E(F), ot h=fop et

e Montrons que p est ouverte : Une base de topologie du faisceau de Gel’fand
E(E) de E est donnée par § = {Z(U) , tels que z € E et U un ouvert de M(E)}
et celle du faisceau de Gel'fand E(F') de F est donnée par 3 = {y(V),y € F et
V un ouvert de M(F) }. Il suffit donc de montrer que Z(U) et (V') sont des
ouverts de E£(E x F'). Soient (z,y) € E xF et U et V deux ouverts de M(E) et
M(F), respectivement. On a : z(U) = {p(Z(f)), f € U} ={p([z]f), f€eU} =
(@0, f € U} = @0)(6~(U)) (6 : M(E x F) — M(E) v M(E) est
I’homéomorphisme établi au Théoréme 2.1, voir aussi [7 : Lemme 1-1 p;205]).
D’autre part, $~1(U) est un ouvert du M(E x F) , donc @ (¢~1(U)) est un
ouvert du faisceau de Gel'fand £(F x F) de E x F, d’ou p est ouverte.

e p est continue, en effet : la topologie de M(E x F) est engendrée par 'ensemble
{7 (U) vV ¢=1(V) , tels que U ouvert de M(E) et V ouvert de M(F) }, donc
la topologie de £(E x F) est engendré par {(9:,/_\;) o~ H(U)V (/z_,\;) o~ H(V),ou U
est un ouvert de M(E) et V est un ouvert de M(F) }. On a

(@, 9) (6 (V) = {(@9) (67 (f), f €U C M(E)}
—{@y)(fop ), f€UCM(E)}
= {[@ W)l jops »f €U € M(E)};

et pour tout ¢ € M(FE) on a : gop; (z,y) = g(x) = g o p (x,0). Donc
(. 9)]o-1(m(E)) = (@,0)[p-1(Mm(E)) 3 €t comme ¢! (M(E)) est un voisinage de

¢~(f) dans M(E x F), on a : [(x,y)]¢-1(5) = [(x,0)]g-1(5); d’ot

)
(=}

Ne—1(p), fFEUCM(E)}
p([Zlf), feUCM(E)}=p)),
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—

par suite (z,y)(¢™"(U)) = p((U)), donc Z(U)(= p~((z,y)¢~'(U))) est un
ouvert de £(F). De méme, on montre que §(V)(= p~((z,y)¢~1(V))) est un
ouvert de £(F). Donc p est continue. B

Soient F et F deux algebres topologiques , on sait que 8 = {Z(U) , « € E et U ouvert
de M(E)} est une base de topologie du faisceau de Gel'fand £(E) de E , de méme
B ={y(V), tels que y € F et V est un ouvert de M(F')} est une base de topologie
de F.

De la preuve de la proposition ci-dessus, découle aussi le résultat suivant :

Corollaire 2.3 Une base de topologie du faisceau de Gel’fand du produit cartésien
E x F est donnée par

BV ={zU)Vy(V);(x,y) € ExF, U un ouvert de M(FE) et
V un ouvert de M(F)}.

Théoréeme 2.4 Soit (E; ,pij)i ¢ 1 un systéme projectif strictement dense d’algébres
topologiques et E = 1imFE; , sa limite projective. Les fibres du faisceau de Gel’fand de

E sont des limites projectives de celles des E; , viz. on a & =1lim&y,, f € M(E).

Preuve. Soient p; : E — F; , p;; : E; — E;, les applications de transition
du systeme projectif, on considere leurs transposées

pi = 'pi M(E;) — M(E) et py = ‘piy 2 M(E;) — M(E;),

on a M(E) =limM(E; )[7 : p.175, LemmaT.1] et p; (E; ) = E, de plus

E =limE; =limp; (F) = limp; (E) et
M(E; ) = M(p; (E)) = M(p; (E)).[ibid]
on suppose, quitte & remplacer les E; par les p; ( F; ), que les applications de tran-
sition sont surjectives. Pour f € M(FE) on pose : Iy = { i € I, tel que f €
pi (M(E;) ) }. Puisque M(E) = || pi (M(E;) ), Iy est une partie non vide
i€l

de I. Pour tout couple (i,j) € IfQ, il existe k € I tel que k > ¢ et k > j donc
pi (M(E:) ) C pi (M(EL) ). OF f € pi (M(E:) ), done f € px (M(Ex ) ) et par
suite k € Iy, ce qui entraine que (Iy , <) est filtrant & droite. Pour tout i € Iy, il
existe f; € M(FE; ) tel que f = p; (f; )., on peut se restreindre & une suite généralisée
(fi), e i, de sorte que Iy vérifie

pij (fi)= [, ¥, 5) € If 10 <.

On considere le systeme projectif (£,,2:5), < r,» @vec pour tout i < j

—

tij :gfj —>gfi ) [E]fl '_’[pij (x)]fl )



148 Ali Oukhouya

et soit X = lim&y, sa limite projective et t; : X — &, les applications canoniques.

Pour tout ¢ € Iy soit

—

0;: & — &g, [T )5 — [pi ()] 5

pour tout ¢ < jon a6, =t;; of; ; donc (&, ti; ,Ef,0;) est un systeme projectif
d’applications, donc d’apres le théoréme universel, il existe une application 6 : £ —
X telle que pour tout ¢ € Iy ,8; =1¢; of; on a donc

—

0:( [2l5) = [pi ()], = t:(0([7]7 ), Vo € B, Vi€l et
0@l ) = (Ipi (@)]g e 1, € T] €n

'iEIf

Et comme X = lim&y,, 6 est surjective. Montrons que ¢ est injective, en effet : soit

[z]; €& tel que 6([Z]f ) = 0; donc pour tout i € Iy on a [p; (z)]y, = 0, par suite il

existe un voisinage U; C M(E; ) de f; tel que p; (z)|y, = 0, donc (Top; )|y, =0 et

Z|p, w,y =0.U = [] pi (Us ) est un voisinage de f dans M(E) et |y = 0, donc
iEIf

[Z]; = 0. On en déduit que 0 est un isomorphisme d’algébres, par suite on obtient,

& =lim&;,. m

Théoréme 2.5 Soit (E; ,pij)i ¢ 1 un systéme inductif d’algébres topologiques et E =
limF; , sa limite inductive. Les fibres du faisceau de Gel’fand de E sont des limites

inductives de celles des E; , i.e., & =1lim&y,, f € M(E).

Preuve. Pour (i,j) € I?, i < j, soient j; : B; — FE et j;; : B; — E; les
applications de transition du systeme inductif M(E) = limM(E; ), pour tout (i,5) €
12, i < j, les applications de transition sont définies par

Pi =t ji : M(E) — M(El) et Pij =t jij M(E) — M(El )
Pour f € M(E ), ilexiste ( fi)ier € [[ M(E; ), tel que pi; (f;)=fi V (i,7) € I
icl
(i <j),car f=(fi)ier € imM(E; ). Montrons que & = lim&y, : Pour (i,5) € I?,
1 < j, on définit ’application canonique suivante

—

tij 2 &, — Epy 5 [@lg — [ig (@)l -

On vérifie facilement que (&5, ,t;;); er est un systéme inductif, notons ¥ = lim&y, sa
limite inductive et pour tout ¢ € I, t; : £,, — Y ses applications canoniques. Pour
tout ¢ € I soit

—

0;: & — &, [TZly — i (@)] 5
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ona 0; =60; ot;;,V (i,j) € I? avec i < j; donc (Ef,,ti; ,Ef,0; ) est un systéme
inductif d’applications, par suite il existe une application § : ¥ — &; telle que
pour tout ¢ € I on a §; =6 ot; ; donc 6 est surjective, car Y = > t; (£y,) et &
iel
=2 0i (&)
iel

Vérifions que 6 est injective : soit « € Y tel que O(a) = 0, il existe ¢ € I tel que
a = t; ([&]y,), done 0(t; ([3]4)) = [ji (@)l = 0, par suite il existe un voisinage U
de f dans M(E) tel que m|U = 0; comme m =Top;,onazl,w =0. Or
pi (U) est un voisinage de f;, [Z];, =0, d’'ot a = 1; ([Z],) = 0. Par suite & = iméy,,

a un isomorphisme d’algébres prés. m
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