
Πανεπιστηµιο Κρητης, Τµ. Μαθηµατικων και Εφαρµοσµενων Μαθηµατικων
Θεωρία Προσέγγισης και εφαρµογες, ΄Ανοιξη 2013-14, Μιχ. Κολουντζάκης

Οµάδα ασκήσεων Νο 6

Πρόβληµα 1. ΄Εστω f(x) = cos 3x+ cos 2x. Βρείτε ένα (αλγεβρικό) πολυώνυµο p(x) τέτοιο ώστε

να ισχύει

f(x) = p(cosx).

Πρόβληµα 2. Χωρίς να υπολογίσετε αόριστα ολοκληρώµατα ϐρείτε το ορισµένο ολοκλήρωµα∫ 2π

0
cos2 3x+ (1 + cos 5x) sin2 5x dx.

Εκφράστε όλες τις συναρτήσεις που εµφανίζονται µέσω εκθετικών συναρτήσεων και χρησι-

µοποιείστε τον κανόνα υπολογισµού εσωτερικών γινοµένων τριγωνοµετρικών πολυωνύµων µέσω

των συντελεστών τους.

Πρόβληµα 3. Ορίζουµε

DN (x) =

N∑
k=−N

eikx,

για x ∈ R, N = 1, 2, 3, . . .. Βρείτε ένα κλειστό τύπο για την DN (x) µέσω των x,N .

Πρόβληµα 4. Ας είναι

p(x) =

∞∑
k=−∞

pke
ikx, q(x) =

∞∑
k=−∞

qke
ikx

δύο τριγωνοµετρικά πολυώνυµα. (Αυτό σηµαίνει ότι τα παραπάνω αθροίσµατα είναι πεπερασµένα

αθροίσµατα παρά το ότι µοιάζουν µε άπειρες σειρές. Μόνο πεπερασµένα το πλήθος δηλ. από

τα pk, qk είναι µη µηδενικά.) Βρείτε τους συντελεστές του τριγωνοµετρικού πολυωνύµου p(x)q(x)
µέσω των pk, qk.

Πρόβληµα 5. ΄Εστω cn ∈ C, n ∈ Z, τέτοια ώστε
∑

n∈Z |cn| <∞.

(1) ∆είξτε ότι η συνάρτηση

f(x) =
∑
n∈Z

cne
inx

ορίζεται για κάθε x ∈ R (δείξτε δηλ. ότι η σειρά αυτή συγκλίνει για κάθε x).

(2) Αν SN (x) =
∑N

n=−N cne
inx

δείξτε ότι SN → f στην ∞ νόρµα (οµοιόµορφα δηλ. για

x ∈ [0, 2π] αλλά και για x ∈ R).

(3) ∆είξτε ότι η συνάρτηση f(x) είναι συνεχής παντού.


