ÓÅÌÉÍÁÑÉÏ ÐÑÏÂËÇÌÁÔÙÍ #2: ÐñïâëÞìáôá ŽíïëïèåùñçôéêÜ êáé ôïðïëïãéêÜ 11 ÌáñôSSïõ, 1998

1. ÄåSSîôå üôé ôï R äåí åSSíáé áñéèìÞŊìï Źíïëï.

ÄåSSîôå üôé ôï Źíïëï üëùí ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí (áëãåâñéêïSS áñéèìïSS) ðïõ åSSíáé ñSSæá êÜðïéïõ ðïëõùíýìïõ ìå áêåñáSSïõò ŽíôåëåŸÝò åSSíáé áñéèìÞŊìï. ÕðÜñœåé ìéãáäéêüò áñéèìüò ðïõ íá ìçí åSSíáé ôÝôïéïò;

2. ÅŸù A Ýíá Źíïëï ìå Źíïëá áêåñáSSùí ùò ŸïéœåSSá ôïõ. ÐüŤìåãÜëïò ìðïñåSS íá åSSíáé ï ðëçèÜñéèìïò ôïõ A áí:

(á) ÊÜèå äýï ŸïéœåSSá ôïõ Ýœïõí ôïìÞ ìåãÝèïõò ôï ðïëý 3; (â) ÊÜèå äýï ŸïéœåSSá ôïõ Ýœïõí ðåðåñáŘÝíç ôïìÞ;

3. (Schr-oder-Bernstein) ÅŸù äýï Źíïëá A êáé B êáé äýï ŽíáñôÞĞéò f : A → B êáé g : B → A ïé ïðïSSåò åSSíáé 1-1. ÄåSSîôå üôé ôá äýï Źíïëá A êáé B Ýœïõí ôïí SSäéï ðëçèÜñéèìï, äçë. üôé õðÜñœåé ìéá 1-1 êáé åðSS áðåéêüíéŁφ : A → B.

4. ÅŸù F ôï Źíïëï üëùí ôùí ŽíáñôÞĞùí f : N → {0, 1} ãéá ôéò ïðïSSåò õðÜñœåé Ýíá ðñüãñáììá ðïõ íá ôéò õðïëïãSSæåé Ÿïí õðïëïãéŸÞ Ćò. (Óôï ðñüãñáììá äSSíåôå ôï n êáé Ćò åðéŸñÝöåé ôï f(n).) ÕðÜñœåé êÜðïéá ŽíÜñôçŁf : N → {0, 1} ðïõ äåí áíÞêåé Ÿï F;

5. ÌðïñåSSôå íá ãñÜøåôå ôï R Ćí îÝíç ÝíùŁáíïéœôþí äéáŸçìÜôùí; ÊëåéŸþí äéáŸçìÜôùí;

6. ÌðïñåSSôå íá ãñÜøåôå ôï R^2 Ćí îÝíç ÝíùŁêýêëùí (ðåñéöåñåéþí);

7. (Êáìðýëç Peano) ÖôéÜîôå ìéá ŽíåœÞ f : [0, 1] → [0, 1]^2 ðïõ íá åSSíáé åðSS. ÌðïñåSS ìSSá ôÝôïéá f íá åSSíáé êáé Ýíá ðñïò Ýíá;

8. ÅŸù x_1, x_2 ∈ R êáé E = {kx_1 + lx_2 : k, l ∈ Z}. ÐåñéãñÜøôå ôéò äõíáôÝò ìïñöÝò ôçò êëåéŸüôçôáò E ôïõ E. 9. ÅŸù ïé ìéãáäéêïSS áñéèìïSS z_1, z_2, z_3 êáé ôï Źíïëï E = {kz_1 + lz_2 + mz_3 : k, l, m ∈ Z}. ÐåñéãñÜøôå ôéò äõíáôÝò ìïñöÝò ôçò êëåéŸüôçôáò E ôïõ E.

10. ÅŸù ˙ ⊂ R^2 áíïéœôü êáé öñáãìÝíï êáé P Ýíá ŁìåSSï ôïõ åðéðÝäïõ. ÄåSSîôå üôé õðÜñœåé êÜðïéá åõèåSSá l ðïõ ðåñíÜåé áðü ôï P êáé äéáéñåSS ôï ˙ Ğäýï ôìÞìáôá SSŤõ åìâáäïý.

11. ÅŸù ˙ ⊂ R^2 áíïéœôü êáé öñáãìÝíï. ÄåSSîôå üôé õðÜñœïõí äõï ïñèïãþíéåò åõèåSSåò l_1 êáé l_2 ðïõ œùñSSæïõí ôï ˙ Ğ4 êïììÜôéá SSŤõ åìâáäïý.

12. Ç áðåéêüíéŁf : [0, 1]^2 → R^2 åSSíáé ïìïéïìïñöéŘüò, äçë. ìéá ŽíåœÞò, 1-1 êáé åðSS ŽíÜñôçŁôçò ïðïSSáò ç áíôSSŸñïöç f�^1 åSSíáé åðSSŁò ŽíåœÞò. ÅðéðëÝïí õðïèÝôïõìå üôé ãéá êÜèå äýï áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ ôåôñáãþíïõ [0, 1]^2 ç áðüŸáŁôùí åéêüíùí ôïõò (ìÝ§ôçò f) åSSíáé ìåãáëýôåñç Þ SSŁôïõ 1. ÄåSSîôå üôé ôï f ([0, 1]^2) Ýœåé åìâáäü ôïõëÜœéŸï 1.

13. ÅŸù ìéá ïéêïãÝíåéá F áðü îÝíåò áíÜ äýï, ïìïéïìïñöéêÝò åéêüíåò ôïõ ĲÞìáôïò 8 Ÿï åðSSðåäï. Äçë. ôá ŸïéœåSSá ôçò F åSSíáé êëåéŸÝò êáìðýëåò ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ áõôïôÝìíïíôáé áêñéâþò ìSSá öïñÜ. ÄåSSîôå üôé ç F åSSíáé ôï ðïëý áñéèìÞŊìç.

ÏìïSSùò áí ç F áðïôåëåSSôáé áðü ïìïéïìïñöéêÝò åéêüíåò ôïõ ãñÜììáôïò Õ.