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Οµάδα ασκήσεων Νο 9
Για µια Riemann ολοκληρώσιµη συνάρτηση f : [0, 2π]→ C ο n-οστός συντελεστής Fourier της

f ορίζεται από τον τύπο

f̂(n) =
1

2π

∫ 2π

0
f(x)e−inx dx, (n ∈ Z).

Πρόβληµα 1. Αν f, fn : [0, 2π]→ R είναι Riemann ολοκληρώσιµες συναρτήσεις και limn→∞ ‖fn − f‖1 =
0 δείξτε ότι για κάθε k ∈ Z ισχύει limn→∞ f̂n(k) = f̂(k).

Πρόβληµα 2. Αν f, g είναι τριγωνοµετρικά πολυώνυµα δείξτε ότι

〈f, g〉 =
∑
n∈Z

f̂(n)ĝ(n).

(Το άθροισµα που εµφανίζεται δεξιά έχει πεπερασµένους το πλήθος όρους αφού τα f, g είναι
τριγωνοµετρικά πολυώνυµα.)

Υπολογίστε την απόσταση ‖f − g‖2 ανάµεσα σε δύο τριγωνοµετρικά πολυώνυµα µέσω των συν-
τελεστών Fourier των f, g.

Πρόβληµα 3. Η συνάρτηση f : R→ C είναι δύο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη και 2π-περιοδική.
Ικανοποιεί επίσης τη διαφορική εξίσωση

Af ′′ +Bf ′ + Cf +D = 0,

όπου A,B,C,D ∈ C είναι σταθερές. ∆είξτε ότι η ακολουθία των συντελεστών Fourier της f ,{
f̂(n)

}
n∈Z

ικανοποιεί για κάθε n ∈ Z την αλγεβρική εξίσωση

(−An2 + iBn+ C)f̂(n) +Dδn = 0,

όπου δn = 1 αν n = 0 και 0 αν n 6= 0.

Πρόβληµα 4. Ας είναι cn ∈ C, n ∈ Z, τέτοια ώστε
∑

n∈Z |cn| <∞. ∆είξτε ότι η συνάρτηση

f(x) =
∑
n∈Z

cne
inx

ορίζεται για κάθε x ∈ R και είναι µια συνεχής, 2π-περιοδική συνάρτηση. ∆είξτε επίσης ότι f̂(n) =
cn, για κάθε n ∈ Z.


