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Τρίτο ∆ιαγώνισµα

Πρόβληµα 1. (2 µονάδες)

Αν η f : R → C έχει συνεχή παράγωγο παντού και οι f, f ′ είναι 2π-περιοδικές συναρτήσεις δείξτε

ότι ∑
n∈Z

|n|α
∣∣∣f̂(n)∣∣∣2 <∞,

για κάθε α < 1.

Πρόβληµα 2. (2 µονάδες)

Αν e1, e2, . . . , ek είναι ένα ορθοκανονικό σύνολο (στο [0, 2π]) συνεχών 2π-περιοδικών συναρτήσεων

και για κάθε f συνεχή και 2π-περιοδική ορίσουµε

P (f) =
k∑
j=1

〈f, ej〉ej

να είναι η προβολή της f στο χώρο span{e1, e2, . . . , ek} δείξτε ότι η σύνθεση της συνάρτησης P µε

τον εαυτό της είναι η ίδια η P .

Πρόβληµα 3. (2 µονάδες)

Στο χώρο C([a, b]) ϐρείτε ένα τύπο για το εσωτερικό γινόµενο 〈f, g〉 =
∫ b
a f(x)g(x) dx για δύο

πολυώνυµα f(x) =
∑N

j=0 fjx
j
και g(x) =

∑N
j=0 gjx

j
µέσω των ποσοτήτων N, a, b, fj , gj .

Πρόβληµα 4. (2 µονάδες)

Στο χώρο C([0, 1]) µε εσωτερικό γινόµενο 〈f, g〉 =
∫ 1
0 f(x)g(x) dx ϐρείτε την ορθογώνια προβολή

της f(x) = x2 στο χώρο των συναρτήσεων της µορφής Ax+B.

Πρόβληµα 5. (2 µονάδες)

∆είξτε ότι ο κανόνας ολοκλήρωσης που στο διάστηµα [0, 1] προσεγγίζει το ολοκλήρωµα µιας

συνάρτησης f µε την ποσότητα
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έχει τάξη ακριβώς 3.

Πρόβληµα 6. (2 µονάδες)

∆είξτε ότι ένας απλός κανόνας αριθµητικής ολοκλήρωσης µε n σηµεία x1, x2, . . . , xn στο διάστηµα

[a, b]

I∗(f) =
n∑
k=1

ckf(xk)

δε µπορεί να ολοκληρώνει ακριβώς όλα τα πολυώνυµα ϐαθµού 2n.

΄Ολες οι σηµειώσεις πρέπει να είναι κλειστές. Οι αιτιολογήσεις σας να είναι πλήρεις και καθαρές.

∆ιάρκεια 2 ώρες. Το άριστα είναι 10 µονάδες.


