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2o full�dio ask sewn

Prìblhma 1. BreÐte to mètro sunèqeiac ωf (δ) thc sun�rthshc f(x) =
√
x, x ∈ [0,+∞).

Prìblhma 2. An f : [1,∞)→ C eÐnai suneq c kai limx→+∞ f(x) eÐnai pragmatikìc arijmìc, deÐxte ìti h
f proseggÐzetai omoiìmorfa sto di�sthma [1,∞) apì sunart seic thc morf c p(1/x), ìpou p polu¸numo.

QrhsimopoieÐste to J. Weierstrass gia th sun�rthsh f(1/x), afoÔ prohgoumènwc deÐxete ìti eÐnai suneq c
se kleistì kai fragmèno di�sthma.

Prìblhma 3. Mia akoloujÐa poluwnÔmwn sugklÐnei sth sun�rthsh f(x) = |x| omoiìmorfa sto [−1, 1].
DeÐxte ìti h akoloujÐa twn bajm¸n twn poluwnÔmwn aut¸n sugklÐnei sto +∞.

An ìqi tìte up�rqei mia upakoloujÐa poluwnÔmwn sthn opoÐa oi bajmoÐ eÐnai fragmènoi apì k�poio arijmì
M <∞. DeÐxte ìti to omoiìmorfo ìrio miac tètoiac akoloujÐac poluwnÔmwn eÐnai anagkastik� polu¸numo.

Prìblhma 4. An f ∈ C([−a, a]) eÐnai mia �rtia sun�rthsh (dhl. f(−x) = f(x) gia x ∈ [−a, a]) deÐxte ìti
h f mporeÐ na proseggisteÐ omoiìmorfa sto [−a, a] apì mia akoloujÐa poluwnÔmwn apì ta opoÐa apousi�zoun
oi perittèc dun�meic tou x. ApodeÐxte mia antÐstoiqh prìtash gia perittèc sunart seic.

An h akoloujÐa poluwnÔmwn pn(x) proseggÐzei thn f(x) tìte h akoloujÐa poluwnÔmwn (1/2)(pn(x) +
pn(−x)) proseggÐzei th sun�rthsh (1/2)(f(x) + f(−x)).

Prìblhma 5. ApodeÐxte ìti k�je suneq c sun�rthsh se fragmèno kleistì di�sthma mporeÐ na proseg-
gisteÐ omoiìmorfa apì mia akoloujÐa poluwnÔmwn pou èqoun rhtoÔc suntelestèc.

Prìblhma 6. 'Estw mia akoloujÐa shmeÐwn xn ∈ [0, 1], n = 1, 2, . . ., t.¸. gia k�je k = 1, 2, . . . to ìrio

Xk = lim
n→∞

1
n

n∑
j=1

xk
j

up�rqei. ApodeÐxte ìti an f ∈ C([0, 1]) tìte to ìrio

lim
n→∞

1
n

n∑
j=1

f(xj)

up�rqei.

ApodeÐxte to pr¸ta gia poluwnumikèc sunart seic kai met� qrhsimopoieÐste to J. Weierstrass.

Prìblhma 7. An f ∈ C1([0, 1]) (an dhl. h f èqei suneq  par�gwgo sto di�sthma [0, 1]) deÐxte ìti gia
k�je ε > 0 up�rqei polu¸numo p(x) t.¸.

‖f − p‖∞ ≤ ε, kai
∥∥f ′ − p′∥∥∞ ≤ ε.

Efarmìste to J. Weierstrass sthn f ′ kai qrhsimopoieÐste ìti f(x) = f(0) +
∫ x
0 f
′(t) dt.

Prìblhma 8. 'Estw f ∈ C([0, 1]) kai N fusikìc arijmìc, xj = j
N , gia j = 0, 1, . . . , N . 'Estw LN (x)

mia tmhmatik� grammik  kai suneq c sun�rthsh tètoia ¸ste LN (xj) = f(xj) gia j = 0, 1, . . . , N . (Aut  h
sun�rthsh eÐnai monadik  afoÔ oi timèc thc sta shmeÐa xj eÐnai Ðdiec me thc sun�rthshc f(x) kai mèsa se
k�je di�sthma [xj , xj+1], j = 0, 1, . . . , N − 1, kajorÐzetai monos manta apì thn apaÐthsh na eÐnai grammik .)
DeÐxte ìti LN → f omoiìmorfa sto [0, 1].

H sun�rthsh f eÐnai omoiìmorfa suneq c sto di�sthma [0, 1] (autì eÐnai sunèpeia thc sunèqeiac thc f sto
Ðdio di�sthma).

Prìblhma 9. (Sunèqeia tou Probl matoc 8)
'Estw N fusikìc arijmìc kai PLN to sÔnolo ìlwn twn sunart sewn sto [0, 1] pou eÐnai suneqeÐc kai
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tmhmatik� grammikèc me kombik� shmeÐa ta xj = j
N , j = 0, 1, . . . , N . (Oi sunart seic autèc eÐnai dhl.

grammikèc se k�je kleistì di�sthma [xj , xj+1], j = 0, 1, . . . , N − 1.)
(a) DeÐxte ìti to sÔnolo PLN eÐnai grammikìc q¸roc sunart sewn.
(b) DeÐxte ìti oi parak�tw N+1 sunart seic apoteloÔn mia b�sh tou q¸rou autoÔ (kai sunep¸c dimPLN =
N + 1):

φ0(x) =

{
0 an x < 0   x > 1/N
1−Nx x ∈ [0, 1/N ]

φj(x) =


0 an x < xj−1   x > xj+1

N(x− xj−1) an xj−1 ≤ x ≤ xj

1−N(x− xj) an xj ≤ x ≤ xj+1

(gia 1 ≤ j ≤ N − 1)

φN (x) =

{
0 an x < xN−1   x > 1
N(x− xN−1) an xN−1 ≤ x ≤ 1

Pr¸ta ap' ìla sqedi�ste ta graf mata twn φj . Gia to (b) upojèste ìti f ∈ PLN kai gr�yte thn f sa
grammikì sunduasmì twn φj . H grammik  anexarthsÐa twn φj eÐnai sunèpeia tou ìti se k�je xj mìno mÐa φj

den eÐnai 0.

Prìblhma 10. (Sunèqeia tou Probl matoc 9)
An f ∈ C([0, 1]) kai φj eÐnai oi sunart seic tou Probl matoc 9 breÐte èna �nw fr�gma gia thn posìthta
‖f − `‖∞ mèsw tou mètrou sunèqeiac thc f , ìpou ` ∈ PLN eÐnai h sun�rthsh

`(x) =
N∑

j=0

f(j/N)φj(x).


